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КОМУТАТИВНI КОМПЛЕКСНI АЛГЕБРИ ДРУГОГО РАНГУ З ОДИНИЦЕЮ
ТА ДЕЯКI ВИПАДКИ ПЛОСКОЇ ОРТОТРОПIЇ. I*
Among all two-dimensional algebras of the second rank with unity e over the field of complex numbers \BbbC , we find a
semisimple algebra \BbbB 0 := \{ c1e+c2\omega : ck \in \BbbC , k = 1, 2\} , \omega 2 = e, containing bases (e1, e2), such that e41+2pe21e22+e42 =
= 0 for every fixed p > 1. A domain \{ (e1, e2)\} is described in the explicit form. We construct \BbbB 0 -valued “analytic”












u(x, y) = 0, where x, y are real variables.
Серед двовимiрних алгебр другого рангу з одиницею e над полем комплексних чисел \BbbC знайдено напiвпросту
алгебру \BbbB 0 = \{ c1e + c2\omega : ck \in \BbbC , k = 1, 2\} , \omega 2 = e, що мiстить базиси (e1, e2) такi, що e41 + 2pe21e22 + e42 = 0
для кожного фiксованого p > 1. Множину \{ (e1, e2)\} описано в явному виглядi. Побудовано \BbbB 0 -значнi „аналiтичнi”
функцiї \Phi такi, що їхнi дiйснозначнi компоненти задовольняють рiвняння для знаходження функцiї напружень u у











u(x, y) = 0, де x, y — дiйснi змiннi.
1. Вступ. Розробцi алгебраїчно-аналiтичних пiдходiв дослiдження пружних середовищ через
„аналiтичнi” функцiї (задовольняють систему рiвнянь з частинними похiдними — узагальнення
„умов Кошi – Рiмана”) зi значеннями у скiнченновимiрних алгебрах присвячено роботи [1 – 15]
(комутативнi алгебри, iзотропнi плоскi середовища), [16] (комутативна алгебра, ортотропнi
плоскi середовища), [17 – 22] (алгебра кватернiонiв, iзотропнi просторовi середовища), [23 – 25]
(алгебри комплексних (2\times 2)-матриць, анiзотропнi плоскi середовища), [26] (алгебри комплекс-
них (3\times 3)-матриць, анiзотропнi просторовi середовища).
Сучаснi роботи ряду авторiв (див., наприклад, [17 – 19]) присвячено дослiдженням полiно-
мiальних розв’язкiв просторової системи рiвнянь рiвноваги Ляме i знаходженню їх подання
через кватернiоннi „моногеннi” полiноми. Суттєвим є те, що такого роду пiдходи ґрунтуються
на певних узагальненнях формул Колосова –Мусхелiшвiлi для випадку кватернiоннозначних
„моногенних” функцiй (див., наприклад, [19 – 22]).
Незважаючи на таку значну кiлькiсть публiкацiй, переважну кiлькiсть робiт присвячено
лише знаходженню частинних розв’язкiв системи рiвнянь рiвноваги Ляме у змiщеннях через
оператори вiд вiдповiдних „аналiтичних” функцiй у певних опуклих областях.
Дану роботу присвячено побудовi класiв „аналiтичних” функцiй \Phi зi значеннями у дво-
вимiрних алгебах над полем комплексних чисел, що мiстять базиси (e1, e2) з певними алгеб-
раїчними властивостями (далi будуються всi вказанi базиси у явному виглядi та вiдповiдна
алгебра), якi є достатнiми для того, щоб дiйснi компоненти даних функцiй задовольняли такi
рiвняння при фiксованих p > 1:









u(x, y) = 0. (1)
Рiвняння (1) є частинним випадком узагальненого бiгармонiчного рiвняння (даний термiн
використовується, наприклад, у [27, c. 603]), що має важливе значення у плоскiй анiзотропнiй
*Частково пiдтримано грантом Мiнiстерства освiти i науки України (проект № 0116U001528) та грантом
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теорiї пружностi (див. [27 – 33]) i визначає рiвняння для знаходження функцiї напружень u(x, y)
(в iзотропному випадку подiбну функцiю часто називають функцiєю Ейрi, а рiвняння (1) тодi
перетворюється на бiгармонiчне рiвняння при p = 1).
2. Двовимiрнi алгебри над полем комплексних чисел та їх базиси. Як вiдомо (див. [34]),
iснують (з точнiстю до iзоморфiзму) двi асоцiативнi, комутативнi над полем комплексних чисел
\BbbC алгебри другого рангу з одиницею e. Це алгебри, породженi базисами (e, \rho ) (e, \omega ) вiдповiдно:
\BbbB := \{ c1e+ c2\rho : ck \in \BbbC , k = 1, 2\} , \rho 2 = 0, (2)
\BbbB 0 := \{ c1e+ c2\omega : ck \in \BbbC , k = 1, 2\} , \omega 2 = e. (3)
Очевидно, що алгебра \BbbB 0 є напiвпростою (означення див., наприклад, у [35, c. 33]) i мiстить




(e+ \omega ) , I2 =
1
2
(e - \omega ) , I1I2 = 0. (4)
Очевидно, що
I1 + I2 = e, I1  - I2 = \omega . (5)
У зарубiжних джерелах для алгебри \BbbB 0 використовують кiлька назв. Наприклад, у роботi
[36] її названо унiподальною. При цьому вона визначає найпростiший випадок комплексної
алгебри Клiффорда (див. [36 – 38]).
Алгебра (3) є комплексифiкацiєю алгебри гiперболiчних або подвiйних чисел \BbbP над полем
дiйсних чисел \BbbR :
\BbbB 0 = \BbbP \oplus i\BbbP , \BbbP := \{ xe+ hy : x, y \in \BbbR \} , h := \omega ,
де i — комплексна уявна одиниця. Зазначимо, що алгебра \BbbP розглядається, наприклад, у
[38 – 40]. У роботi [41] для \BbbP \oplus i\BbbP використано термiн „гiперболiчнi числа” i розглянуто їх
застосування у релятивiстськiй квантовiй фiзицi.
Елемент w = c1I1 + c2I2 з \BbbB 0 є оборотним тодi i тiльки тодi, коли ck \not = 0, k = 1, 2, у
випадку виконання цiєї умови для оберненого елемента справджується рiвнiсть (див. [37, c. 38]







Оскiльки алгебра \BbbB мiстить ненульовий радикал \{ c\rho : c \in \BbbC \} (див. [4]), то алгебра \BbbB не є
напiвпростою. Елемент a = c1e+c2\rho з \BbbB є оборотним тодi i тiльки тодi, коли c1 \not = 0, у випадку






Нехай p > 1 є довiльним чином фiксованим дiйсним числом, p \in \BbbR . Введемо для довiльних
комплексних чисел c1 i c2 позначення









Знайдемо асоцiативну, комутативну над полем комплексних чисел \BbbC алгебру другого рангу
з одиницею e, яка мiстить базис (e1, e2), що задовольняє умову








2 = 0, (8)
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а всi коренi рiвняння
lp(s, 1) \equiv lp(1, s) = 0 (9)
є попарно рiзними. Зазначимо, що цi коренi мають вигляд\bigl\{ 
s1, s2, s1, s2
\bigr\} 
=: \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r} lp(s, 1), (10)
де s1 \not = s2, sk \in \BbbC , k = 1, 2; x+ iy := x - iy \equiv \mathrm{R}\mathrm{e} z  - i \mathrm{I}\mathrm{m} z, x, y \in \BbbR , z = x+ iy. Крiм того,





що задовольняють умову (8).
Зауважимо, що спiввiдношення (10) задає множину всiх (попарно рiзних) коренiв рiвнян-
ня (9), наприклад, за результатами робiт [28, 29].
При p = 1 аналогiчну проблему розв’язано в [45] за припущення, що умова (10) замiнюється
на умову e21 + e
2
2 \not = 0. При цьому доведено, що всi шуканi базиси належать алгебрi \BbbB . Крiм
того, там же показано, що над полем дiйсних чисел не iснує жодної алгебри другого рангу з
необхiдними властивостями.
При p > 1 одержуємо
s1 = ip1, s2 = ip2, p1 =
\sqrt{} 










Отже, при p > 1 умова (10) завжди виконується.
Базис (e1, e2), e1 = e, з таблицею множення
e1 = e, e
2
2 = e+ i
\sqrt{} 
2(p+ 1)e2 (12)
задовольняє умову (8) при p = 1 в алгебрi (2) (див. [4]), а при p > 1 — в алгебрi (3) (див. [16]).
Далi у роботi, якщо немає спецiальних зауважень щодо p = 1, розглядаємо лише випадок
p > 1.
Очевидно, що якщо
e1 = \alpha 1I1 + \alpha 2I2, e2 = \beta 1I1 + \beta 2I2, \alpha k, \beta k \in \BbbC , k = 1, 2, (13)
є базисними елементами алгебри (3), що задовольняють умову (8), то
e1 = \beta 1I1 + \beta 2I2, e2 = \alpha 1I1 + \alpha 2I2
теж базиснi елементи алгебри (3), що задовольняють умову (8), i має мiсце нерiвнiсть мiж
коефiцiєнтами
\alpha 1\beta 2 \not = \alpha 2\beta 1. (14)
Поєднуючи цi два випадки, будемо казати, що формула (13) задає базис (e1, e2) алгебри (3),
що задовольняє умову (8) з точнiстю до переставлення.
Теорема 1. Алгебра \BbbB не мiстить жодного базису (e1, e2), що задовольняє умову (8).
Усi базиси алгебри \BbbB 0, що задовольняють умову (8) з точнiстю до переставлення, пода-
ються у виглядi
e1 = \alpha 1 I1 + \alpha 2 I2, e2 = \beta 1 I1 + \beta 2 I2,
де комплекснi числа \alpha k \not = 0, \beta k \not = 0, k = 1, 2, задовольняють одну з двох умов:
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a) \alpha k = \widetilde sk\beta k, k = 1, 2,
б) \alpha 1 = \widehat s1\beta 1, \beta 2 = \widehat s2\alpha 2,
де \widetilde s1 i \widetilde s2 — довiльнi рiзнi елементи з \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r} lp(s, 1),\bigl\{ 
(\widehat s1, \widehat s2)\bigr\} = \bigl\{ (ip1, ip2), (ip2, ip1), ( - ip1, - ip2), ( - ip2, - ip1),
(ipk, ipk), ( - ipk, ipk), (ipk, - ipk), k = 1, 2
\bigr\} 
. (15)
Доведення. З’ясуємо питання про iснування шуканих базисiв у алгебрi \BbbB . У базисi (e, \rho )
базиснi елементи ek, k = 1, 2, мають розклад вигляду
e1 = \alpha 1e+ \beta 1\rho , e2 = \alpha 2e+ \beta 2\rho , \alpha k, \beta k \in \BbbC , (16)
а внаслiдок лiнiйної незалежностi елементiв e1 i e2 виконується спiввiдношення (14).
Iз рiвностей (16) випливає, що
e2k = \alpha 
2
ke+ 2\alpha k\beta k\rho , e
4




k\beta k\rho , k = 1, 2,
тому справджуються рiвностi








+ \alpha 2\beta 2
\bigl( 





якi, у свою чергу, визначають систему рiвнянь вiдносно \alpha k i \beta k, k = 1, 2:
lp(\alpha 1, \alpha 2) = 0,
\alpha 1\beta 1
\bigl( 




+ \alpha 2\beta 2
\bigl( 






З першого рiвняння системи (17) i спiввiдношення (14) випливає, що
\alpha k \not = 0, k = 1, 2. (18)







де s0 — довiльний елемент з \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r} lp(s, 1).
Нехай \beta 1 = 0, тодi \beta 2 \not = 0. Згiдно з (14), друге рiвняння системи (17) рiвносильне рiвнянню
\alpha 22 + p\alpha 
2
1 = 0, яке з урахуванням (18) i (19) рiвносильне сукупностi двох рiвнянь: ap,s0 :=
:= s20 + p = 0 i bp,s0 := 1 + ps
2
0 = 0. Враховуючи (10) i (11), легко встановлюємо, що ap,s0 \not = 0
i bp,s0 \not = 0. Отже, \beta 1 \not = 0, тодi з другого рiвняння системи (17) випливає, що \beta 2 \not = 0. Згiдно з
(19), друге рiвняння системи (17) рiвносильне сукупностi двох рiвнянь: \beta 1bp,s0 + \beta 2s0ap,s0 = 0
при \alpha 2 = s0\alpha 1 i \beta 1s0ap,s0+\beta 2bp,s0 = 0 при \alpha 1 = s0\alpha 2. Тодi рiвнiсть \alpha 1\beta 2 = \alpha 2\beta 1 еквiвалентна
рiвностi lp(s0, 1) = 0, яка має мiсце внаслiдок вибору s0. Отже, нерiвнiсть (14) не має мiсця,
тому в алгебрi \BbbB не iснують базиси, якi б задовольняли умову (8).
Опишемо всi базиси алгебри \BbbB 0, що задовольняють умову (8). У базисi (I1, I2) базиснi
елементи e1 i e2 мають розклад вигляду (13).
Тодi з (13) i ортогональностi iдемпотентiв Ik, k = 1, 2, одержуємо
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e2k1 = \alpha 
2k




2 = \beta 
2k
1 I1 + \beta 
2k
2 I2, k = 1, 2.
Звiдси маємо рiвностi
0 = Lp(e1, e2) = lp(\alpha 1, \beta 1) I1 + lp(\alpha 2, \beta 2) I2,
якi визначають систему рiвнянь вiдносно \alpha k i \beta k, k = 1, 2:
lp(\alpha k, \beta k) = 0,
lp(\alpha 2, \beta 2) = 0.
(20)




= \widetilde sk, \alpha k
\beta k
=
1\widetilde sk , k = 1, 2, де \widetilde sk — довiльнi елементи з (10) з урахуванням (11).
Перевiряючи тепер цi випадки на виконання умови (14), легко встановлюємо випадок a), а для














то важливо знайти базиси (e1, e2), e1 = e, що задовольняють умову (8) i мають таблицю
множення (12) або таку:
e1 = e, e
2
2 = e - i
\sqrt{} 
2(p+ 1)e2. (22)
Беручи до уваги, що рiвняння






\beta  - 1 = 0, \beta \in \BbbC ,
має коренi \{ \beta \} = \{ \pm ip1,\pm ip2\} (однойменнi знаки вiдповiдають знакам у рiвняннi), а також
рiвнiсть p1p2 = 1, встановлюємо, що коефiцiєнти базису (13) iз таблицею множення (12) мають
вигляд
\alpha k \equiv \alpha +k := 1, k = 1, 2,
\bigl\{ 
(\beta 1, \beta 2)
\bigr\} \equiv \bigl\{ (\beta +1 , \beta +2 )\bigr\} := \bigl\{ (ip1, ip2\bigr) , (ip2, ip1)\bigr\} , (23)
а коефiцiєнти базису (13) iз таблицею множення (22) —
\alpha k \equiv \alpha  - k := 1, k = 1, 2,
\bigl\{ 
(\beta 1, \beta 2)
\bigr\} \equiv \bigl\{ (\beta  - 1 , \beta  - 2 )\bigr\} := \bigl\{ ( - ip1, - ip2), ( - ip2, - ip1)\bigr\} . (24)
Позначимо через B множину всiх базисiв (e1, e2), що задовольняють умову (8), a через B1
її пiдмножину, що складається з елементiв (e1, \widetilde e2), e1 := e, \widetilde e2 := e2.
Множину всiх оборотних елементiв
\bigl\{ 
e1 = a1I1 + a2I2 \in \BbbB 0 : ak \in \BbbC \setminus \{ 0\} , k = 1, 2
\bigr\} 
позначимо через E. За теоремою 1 i рiвнiстю (6) усi базиснi елементи ek належать E, k = 1, 2,
де (e1, e2) \in B.
Пiд добутком множин Ek \subset \BbbB 0, k = 1, 2, розумiємо множину E \equiv E1E2 :=
\bigl\{ 
x1x2 :
xk \in Ek, k = 1, 2
\bigr\} 
, що складається з добуткiв довiльного елемента першої множини E1 на
довiльний елемент другої множини E2.
Встановимо зв’язок мiж множинами базисiв B i B1.
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Лема 1. Справджується рiвнiсть множин B = EB1.
Доведення. Нехай (e1, e2) належить B. Тодi, оскiльки e1 належить E та мають мiсце
рiвностi





(e, \widetilde e2) належить B1, \widetilde e2 := e - 11 e2.
Навпаки, нехай (e, \widetilde e2) належить B1, тодi для будь-якого елемента e1 \in E мають мiсце
рiвностi
0 = e41Lp(e, \widetilde e2) = Lp(e1, e2), e2 = e1\widetilde e2,
тому (e1, e2) = (e1e, e1\widetilde e2) \in B.
Лему доведено.
Лема 1 показує, що для знаходження довiльного базису (e1, e2) \in B достатньо довiльний
елемент (e, \widetilde e2) \in B1 помножити на довiльний елемент E1 \in E, тобто e1 = E1, e2 = E1\widetilde e2.
Розглянемо пiдмножини B\pm 1 множини B1 : B
+
1 складається з усiх базисiв (e1, e2), e1 := e,
e2 := \widetilde e2, якi мають таблицю множення (12), а B - 1 — з усiх базисiв (e1, e2), e1 := e, e2 := \widetilde e2,
якi мають таблицю множення (22). З огляду на (21), (23) i (24) приходимо до спiввiдношень
B1 = B
+
1 \cup B - 1 , B+1 \cap B - 1 = \varnothing . (25)
Зауваження 1. Формули (23) i (24) визначають коефiцiєнти розкладу (13) для елементiв
множини B1, що приводить до повного опису множини B1.
3. Моногеннi функцiї площини, породженої елементами з B\pm \bfone . Розглянемо площину
\mu \pm := \{ xe1 + ye2 : x, y \in \BbbR \} , де (e1, e2) \in B+1 для \mu + або (e1, e2) \in B - 1 для \mu  - . Далi
будемо користуватися тими ж позначеннями для подвiйних знакiв, розумiючи сукупнiсть двох
випадкiв: або верхнiй знак або нижнiй.
Розглянемо евклiдову норму \| a\| := \sqrt{} | z1| 2 + | z2| 2, де a = z1e1 + z2e2 \in \BbbB 0, zk \in \BbbC ,
k = 1, 2.
Нехай D — область декартової площини xOy. Позначимо D\pm \zeta :=
\bigl\{ 
\zeta = xe1 + ye2 \in \mu \pm :
(x, y) \in D\bigr\} , а \partial D\pm \zeta — її межа.
Далi вважатимемо, що (x, y) \in \BbbR 2, \zeta = xe1 + ye2 \in \mu \pm .
Зауважимо, що якщо \zeta \in \mu \pm , \zeta \not = 0, то \zeta \in E, що легко доводиться аналогiчно випадку \mu +
(див. [16]).
Розглядаємо моногеннi в D\pm \zeta функцiї, тобто функцiї \Phi \pm : D
\pm 
\zeta  - \rightarrow \BbbB 0 вигляду
\Phi \pm (\zeta ) = (U1)\pm (x, y) e1 + (U2)\pm (x, y) ie1 + (U3)\pm (x, y) e2 + (U4)\pm (x, y) ie2, (26)
що мають класичну похiдну \Phi \prime \pm (\zeta ) в кожнiй точцi \zeta з D
\pm 
\zeta :
\Phi \prime \pm (\zeta ) := \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
h\rightarrow 0, h\in \mu \pm 
\Bigl( 
\Phi (\zeta + h) - \Phi (\zeta )
\Bigr) 
h - 1.







\Phi \pm (\zeta )
\bigr] 
:= (Uk)\pm (x, y), k \in \{ 1, . . . , 4\} .
Аналогiчно випадку p = 1 (див. [4, 5]) встановлюємо таку теорему.
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Теорема 2. Функцiя \Phi \pm : D\pm \zeta  - \rightarrow \BbbB 0 є моногенною в областi D\pm \zeta тодi i тiльки тодi, коли
її компоненти (Uk)\pm : D  - \rightarrow \BbbR , k = 1, 4, з розкладу (26) диференцiйовнi в областi D та
виконується аналог умов Кошi – Рiмана
\partial \Phi \pm (\zeta )
\partial y
e1 =
\partial \Phi \pm (\zeta )
\partial x
e2 \forall \zeta = xe1 + ye2 \in D\pm \zeta . (27)
Зауваження 2. Покомпонентно, у розширенiй формi, рiвнiсть (27) є системою чотирьох
рiвнянь вiдносно компонент (Uk)\pm , k = 1, 4, функцiї (26):
\partial (U1)\pm (x, y)
\partial y
=
\partial (U3)\pm (x, y)
\partial x
, (28)
\partial (U2)\pm (x, y)
\partial y
=
\partial (U4)\pm (x, y)
\partial x
, (29)
\partial (U3)\pm (x, y)
\partial y
=







\Bigr) \partial (U4)\pm (x, y)
\partial x
, (30)
\partial (U4)\pm (x, y)
\partial y
=





\partial (U3)\pm (x, y)
\partial x
. (31)
Для змiнної \zeta = xe1 + ye2 \in \mu \pm , (e1, e2) \in B\pm 1 , введемо до розгляду комплекснi змiннi
Z\pm k \in \BbbC , k = 1, 2, за допомогою формул
Z\pm k = x+ y\beta 
\pm 
k , k = 1, 2, (32)
де \beta \pm k , k = 1, 2, визначаються з рiвностей (23), (24), тобто\bigl\{ 






(ip1, ip2), (ip2, ip1)
\bigr\} 
, \beta  - k =  - \beta +k , k = 1, 2. (33)
З рiвностей e1 \equiv e = I1 + I2, e2 = \beta \pm 1 I1 + \beta \pm 2 I2 та (32) випливає, що змiнну \zeta можна
записати у виглядi \zeta = Z\pm 1 I1 + Z
\pm 
2 I2.
Зауважимо, що при k = 1, 2 мають мiсце спiввiдношення \mathrm{R}\mathrm{e}\beta \pm k = 0, \mathrm{I}\mathrm{m}\beta 
\pm 
k \not = 0, \mathrm{I}\mathrm{m}Z\pm k =
= \mathrm{I}\mathrm{m}\beta \pm k y \not = 0 при y \not = 0, \mathrm{R}\mathrm{e}Z\pm k = x \not = 0 при x \not = 0.




Z\pm k = x+ \beta 
\pm 
k y \in \BbbC : xe1 + ye2 \in D\pm \zeta 
\bigr\} 
, k = 1, 2. (34)
Має мiсце зображення моногенної функцiї \Phi \pm : D\pm \zeta  - \rightarrow \BbbB 0 через двi голоморфнi функцiї
комплексної змiнної Z\pm 1 i Z
\pm 
2 вiдповiдно.
Теорема 3. Функцiя \Phi \pm : D\pm \zeta  - \rightarrow \BbbB 0 є моногенною в областi D\pm \zeta тодi i тiльки тодi, коли
має мiсце рiвнiсть








I2 \forall \zeta \in D\pm \zeta , (35)
де (Fk)\pm — деяка голоморфна функцiя комплексної змiнної Z\pm k в областi DZ\pm k вiдповiдно при
k = 1, 2.
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Теорема 3 доводиться тривiально з використанням теореми 2, рiвностi (26), формул (23)





у областях DZ\pm k
, k = 1, 2, вiдповiдно. За цiєю ж схемою теорему 2 доведено у
роботi [16] для базису (e1, e2) \in B+1 (однак у доведеннi є дрiбнi арифметичнi помилки).
Зауважимо, що для алгебри бiкомплексних чисел подiбну теорему доведено у [46] (пункт 10),
причому вiдповiднi функцiї визначено в усiй алгебрi.
У роботах [42, 43] розглядаються функцiї \Phi : \Omega \zeta  - \rightarrow \BbbA n, де \BbbA n — скiнченновимiрна на-
пiвпроста комутативна алгебра над полем комплексних чисел розмiрностi n, n \geq 2, базис
якої утворено ортогональними iдемпотентами I1, I2, . . . , In, тобто I2k = Ik, IkIr = 0, k, r =






xkek : xk \in \BbbR 
\Biggr\} 
лiнiйно незалежних над полем дiйсних чисел векторiв e1, e2, . . . , em, 2 \leq m \leq n, де e1 —
одиниця алгебри \BbbA n. Припускається далi, що \Phi є неперервною у \Omega \zeta , а також диференцiйовною
за Гато у кожнiй точцi даної областi, тобто для кожного \zeta \in \Omega \zeta iснує елемент алгебри \Phi \prime (\zeta ) \in 




\Phi (\zeta + \varepsilon h) - \Phi (\zeta )\bigr) \varepsilon  - 1 = h\Phi \prime (\zeta ) \forall \zeta \in Em, \zeta + \varepsilon h \in \Omega \zeta .
Нехай n = m = 2, \BbbA 2 = \BbbB 0, e1 i e2, що породжують E2, такi, що (e1, e2) \in B\pm 1 , iдемпотенти
Ik, k = 1, 2, визначаються рiвностями (4).
Тодi на пiдставi теореми 3 [42] (або теореми 1 [43]) одержуємо таке твердження: нехай
fk(E2) :=
\bigl\{ 
fk(\zeta ) := x1 + a2kx2 : xj \in \BbbR , j = 1, 2
\bigr\} \equiv \BbbC , k = 1, 2, (36)
а область \Omega \zeta „опукла за множиною напрямкiв M1, M2”, тобто з того, що \zeta 1, \zeta 2 \in \Omega \zeta i
\zeta 1  - \zeta 2 \in Mk :=
\bigl\{ 
\zeta \in Em : fk(\zeta ) = 0
\bigr\} 
, k = 1, 2, випливає, що область \Omega \zeta повнiстю мiстить
вiдрiзок
\bigl\{ 
\zeta 1 + \alpha (\zeta 2  - \zeta 1) : \alpha \in [0, 1]
\bigr\} 
, що з’єднує точки \zeta 1 i \zeta 2.
Тодi кожна функцiя \Phi : \Omega \zeta  - \rightarrow \BbbB 0, яка є неперервною i диференцiйовною за Гато в областi
\Omega \zeta , зображується у виглядi









де Fk : Dk  - \rightarrow \BbbC , k = 1, 2, — деяка аналiтична в областi Dk :=
\bigl\{ 
fk(\zeta ) : \zeta \in \Omega \zeta 
\bigr\} \subset \BbbC функцiя
комплексної змiнної x1 + a2kx2 = fk(\zeta ), k = 1, 2.
Оскiльки (e1, e2) належить B\pm , то a2k = \beta \pm k , k = 1, 2, де \beta 
\pm 
k , k = 1, 2, визначаються з (23) i
(24). Перепозначаючи у \zeta змiнну x1 на x, а x2 на y, приходимо до iдентичностi у позначеннях
\zeta \in E2 i \zeta \in \mu \pm \equiv E2. Тодi fk(\zeta ) = x + \beta \pm k y \equiv Z\pm k , Dk \equiv DZ\pm k , k = 1, 2, \Omega \zeta \equiv D
\pm 
\zeta .
Враховуючи, що Z\pm k = 0 тодi i тiльки тодi, коли x = y = 0, одержуємо, що M1 = M2 \equiv 
\equiv \{ 0\} , тобто „опуклiсть за множиною напрямкiв M1, M2” областi \Omega \zeta \equiv D\pm \zeta вироджується
у її вiдсутнiсть (\zeta 1  - \zeta 2 = 0 лише при \zeta 1 = \zeta 2). На пiдставi (23), (24) i (32) одержуємо, що
fk(E2) = Z
\pm 
k , k = 1, 2, „пробiгає” всю комплексну площину \BbbC , коли \zeta „пробiгає” E2 = \mu \pm (x
i y „пробiгають” множину дiйсних чисел).
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Нарештi, враховуючи, що з моногенностi функцiї \Phi := \Phi \pm в областi D\pm \zeta випливає, що
\Phi є диференцiйовною за Гато i неперервною у данiй областi, переконуємося, що теорема 3 є
наслiдком зазначених результатiв робiт [42, 43].
Використовуючи першi двi рiвностi з (4) та замiнюючи без втрати загальностi (Fk)\pm на
2(Fk)\pm , k = 1, 2, у (35), отримуємо зображення у базисi (e, \omega ):
\Phi \pm (\zeta ) =
\bigl( 






(Z\pm 2 )(F1)\pm (Z
\pm 
1 ) - (F2)\pm (Z\pm 2 )
\bigr) 
\omega \forall \zeta \in D\pm \zeta . (37)
Для одержання розкладу вигляду (35) у базисi (e1, e2) \in B\pm 1 потрiбно в (35) пiдставити рiвностi
I1 =
\beta \pm 2
\beta \pm 2  - \beta \pm 1
e1  - 1
\beta \pm 2  - \beta \pm 1
e2, I2 =  - \beta 
\pm 
1
\beta \pm 2  - \beta \pm 1
e1 +
1
\beta \pm 2  - \beta \pm 1
e2. (38)
Наведемо важливi наслiдки з теореми 2.
Наслiдок 1. Нехай область \partial D\pm \zeta така, що межi \partial D
\pm 
Zk
областей (34), k = 1, 2, є жор-
дановими спрямлюваними кривими комплексної площини. Якщо функцiя \Phi \pm : D\pm \zeta  - \rightarrow \BbbB 0 є
моногенною в областi D\pm \zeta i неперервною у її замиканнi D
\pm 
\zeta \cup \partial D\pm \zeta , то мають мiсце рiвностi










(Fk)\pm (T\pm k )\bigl( 
T\pm k  - Z\pm k
\bigr) dT\pm k \forall \zeta \in D\pm \zeta , \int 
\partial D\pm \zeta 
\Phi \pm (\zeta ) d\zeta = 0. (39)
Наслiдок 2. Кожна моногенна функцiя \Phi \pm : D\pm \zeta  - \rightarrow \BbbB 0 має похiднi \Phi \pm (k) довiльного
порядку k = 1, 2, . . . .
4. Iзоморфiзм функцiональних алгебр у площинах, породжених рiзними елементами
з B. Розглянемо площину \mu \ast := \{ \zeta = xe1 + ye2 : x, y \in \BbbR \} , де (e1, e2) \in B. Аналогiчно
випадкам, коли D\pm \zeta \subset \mu \pm , можна будувати моногеннi функцiї \Phi в областi D\zeta \subset \mu \ast , для
яких критерiй моногенностi повнiстю аналогiчний теоремi 2 (з замiною однойменних базисних
елементiв). На пiдставi леми 1 мають мiсце рiвностi e1 = E1, e2 = E1\widetilde e2, де E1 \in E, (e, \widetilde e2) \in 
\in B1. Тодi функцiю \Phi можна єдиним чином записати у виглядi
\Phi (\zeta ) = \widehat \Phi (\zeta 1)E1, \zeta = xe1 + ye2 \in D\zeta , \zeta 1 = xe+ y\widetilde e2,
де \widehat \Phi (\zeta 1) — функцiя змiнної \zeta 1 в областi D\zeta 1 := \bigl\{ xe+ y\widetilde e2 : xe1 + ye2 \in D\zeta \bigr\} .
Очевидно, що функцiя \Phi моногенна в D\zeta тодi i тiльки тодi, коли функцiя \widehat \Phi моногенна
в D\zeta 1 .
Встановимо як пов’язанi моногеннi функцiї в площинах \mu + i \mu  - вiдповiдно.
З рiвностей (13), (23), (24) випливає, що
B\pm 1 =
\bigl\{ 
(e,\pm e2) : (e,\mp e2) \in B\mp 1
\bigr\} 
.
Звiдси одержуємо, що (e, e2) належить B
+
1 тодi i тiльки тодi, коли (e, - e2) належить B - 1 . Нехай
\mu \pm — площина, породжена базисом (e,\pm e2) \in B\pm 1 .
Розглянемо при (e, e2) \in B+1 областi
D+\zeta \in \mu +, D - \zeta :=
\Bigl\{ 
xe - y( - e2) \in \mu  - : xe+ ye2 \in D+\zeta 
\Bigr\} 
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та функцiї: \Phi \pm : D\pm \zeta  - \rightarrow \BbbB 0. Очевидно, що кожна функцiя \Phi  - , моногенна в D - \zeta , породжує
моногенну функцiю \Phi + в D
+
\zeta (та навпаки) за формулою
\Phi  - 
\bigl( 
xe - y( - e2)
\bigr) 
= \Phi +(xe+ ye2) \forall 
\bigl( 
xe\pm y(\pm e2)
\bigr) \in D\pm \zeta ,
яка i встановлює необхiдний iзоморфiзм функцiональних алгебр.
Зауваження 3. Отже, показано, що вивчення моногенних функцiй в областях з \mu \ast еквi-
валентне вивченню моногенних функцiй в областях з \mu + або \mu  - . У свою чергу, дослiдження
моногенних функцiй в областях з \mu + i \mu  - вiдповiдно є рiвноправним.
5. Моногеннi функцiї зi значеннями у двовимiрнiй комутативнiй алгебрi (2) або (3) та
аналiтичнi функцiї за Дуглiсом. Пiд \BbbB \ast розумiємо одну з алгебр (2), (3). Нехай (e1, e2) —
базис алгебри \BbbB \ast , що задовольняє умову (8) з p > 1 при \BbbB \ast = \BbbB 0 або з p = 1 при \BbbB \ast = \BbbB .
Позначимо \mu e1,e2 := \{ \zeta = xe1 + ye2 : x, y \in \BbbR \} , де (e1, e2) \in B+1 при \BbbB \ast = \BbbB 0 (\mu e1,e2 \equiv \mu +), а
при \BbbB \ast = \BbbB вважаємо, що базис (e1, e2) має таблицю множення (12).
Нехай D\zeta — область площини \mu e1,e2 , Dz := \{ z = x + iy : \zeta = xe1 + ye2 \in D\zeta \} \subset 
\subset \BbbC . Розглянемо моногеннi функцiї \Phi : D\zeta  - \rightarrow \BbbB \ast . Тодi при \BbbB \ast = \BbbB 0 маємо зображення (35)
моногенної функцiї \Phi = \Phi + у iдемпотентному базисi (I1, I2), а при \BbbB \ast = \BbbB — зображення
моногенної функцiї \Phi (будується аналогiчно випадку \Phi : D\zeta  - \rightarrow \BbbB 0) у базисi (\widetilde \omega , e1), \widetilde \omega :=
e2  - ie1, через вiдповiднi аналiтичнi функцiї \psi k : Dz  - \rightarrow \BbbC , k = 1, 2, комплексної змiнної
z = x+ iy у виглядi
\Phi (\zeta ) =
\bigl( 
\psi 1(z) + y \psi 
\prime 
2(z)
\bigr) \widetilde \omega + \psi 2(z)e1 \forall \zeta \in D\zeta . (40)
Формула (40) випливає також з аналогiчної формули робiт [5 – 7] при \psi 2 := F i \psi 1 := 2iF0.
Зазначимо, що у випадку, коли область D\zeta є опуклою у напрямку осi Oy, зображення (40)
встановлено у роботi [8].
Отже, моногеннi функцiї зi значеннями у \BbbB \ast зображуються через двi функцiї \psi k(x+ \nu ky),
k = 1, 2, аналiтичнi в областях вигляду (34) (де слiд покласти знак „плюс”) вiдповiдно, при
цьому \beta +k := i, k = 1, 2, при \BbbB \ast = \BbbB i F
+
k := \psi k в (35), k = 1, 2, при \BbbB \ast = \BbbB 0. У зазначених
вище позначеннях комплекснозначнi компоненти \Phi k, k = 1, 2, розкладу моногенної функцiї у
вiдповiдному базисi мають вигляд \Phi k = \psi k, k = 1, 2, при \BbbB \ast = \BbbB 0 i \Phi 2 = \psi 2, \Phi 1 = \psi 1 + y\psi \prime 2\biggl( 




при \BbbB \ast = \BbbB . Тодi за умови, що дiйсна та уявна частини компонент \Phi k = \Phi k(x, y),
k = 1, 2, є диференцiйовними функцiями в областi D =
\bigl\{ 
(x, y) : \zeta = xe1 + ye2 \in D\zeta 
\bigr\} 
декартової площини xOy, аналог умов Кошi – Рiмана (критерiй моногенностi)
\partial \Phi (\zeta )
\partial y
e1 =
\partial \Phi (\zeta )
\partial x
e2 \forall \zeta \in D\zeta , (41)
можна записати у виглядi
\partial \Phi (\zeta )
\partial y
= J\BbbB \ast 
\partial \Phi (\zeta )
\partial x
\forall \zeta \in D\zeta , (42)
де \Phi (\zeta ) — вектор-стовпець \Phi (\zeta ) = (\Phi 1(\zeta ),\Phi 2(\zeta )), а J = J\BbbB \ast — (2 \times 2)-комплексна матриця,











, \nu k := \beta 
+
k , k = 1, 2. (43)
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Матрицi (43) є невиродженими i мають власнi значення, що належать верхнiй пiвплощинi
\{ z \in \BbbC : \mathrm{I}\mathrm{m} z > 0\} .
У роботах [23, 47] доведено, що вектор-функцiї \Phi , що задовольняють рiвняння (42) i є
неперервно диференцiйовними (у сенсi диференцiйовностi дiйсної та уявної частин компонент















няє рiвняння (42), а \Phi є n разiв неперервно диференцiйовною для кожного натурального n.
Крiм того, доведено, що неперервно диференцiйовна вектор-функцiя \Phi задовольняє рiвняння
(42) тодi i тiльки тодi, коли iснує скiнченна границя
\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\Delta z\rightarrow 0
[\Delta z] - 1
\bigl( 
\Phi (z +\Delta z) - \Phi (z)\bigr) =: \Phi \prime (\zeta ) \forall \zeta = xe1 + ye2 \in D\zeta , (44)
де [z] \equiv [xI+yJ ] = xI+yJ =: zJ (z = x+iy \in \BbbC ), I = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(1, 1) — одинична (2\times 2)-матриця,
[w] - 1 — обернена матриця до матрицi [w] = wJ .
За умови iснування границi (44) справджуються рiвностi \Phi (n) =
\partial n\Phi 
\partial xn
, n = 1, 2, . . . .
Як вiдомо, неперервно диференцiйовнi розв’язки \Phi (\zeta ) називаються функцiями, аналiтич-
ними у сенсi Дуглiса, або J -аналiтичними (див., наприклад, [3, 48 – 50]). Покладаючи у (43)
\nu 1 = \nu 2 = i для J = J\BbbB 0 , одержуємо, що J -аналiтичнiсть вектор-функцiї \Phi еквiвалентна
класичнiй аналiтичностi її функцiй-компонент \Phi k(z) = \Phi k(\zeta ), k = 1, 2, вiдносно комплексної
змiнної z.
Уперше неперервно диференцiйовнi розв’язки \Phi (\zeta ) для задачi вигляду (42), де J — (n\times n)-
комплексна, оборотна i ганкелева матриця (означення див., наприклад, у [51, c. 42]), дослiджу-
вались у роботi А. Дуглiса [52], а вектор-функцiя \Phi набувала значень у певнiй 2n-вимiрнiй
алгебрi над полем дiйсних чисел.
Зауважимо, що без втрати гладкостi можна вважати вектор-функцiї \Phi = \Phi (x, y) лише
диференцiйовними, як це i має мiсце для пiдходу моногенних функцiй.
Кожна з пари матриць у (43) є елементом прямого добутку двох неперетинних класiв
матриць, аналiтичнi за Дуглiсом функцiї для яких застосовуються, наприклад, у роботах [23 –
25] для рiвнянь та крайових задач плоскої ортотропiї, зокрема для опису розв’язкiв системи
рiвнянь рiвноваги Ляме. У роботi [26] аналогiчний пiдхiд реалiзовано для деяких випадкiв
пружної симетрiї для просторової анiзотропiї.
Вищезазначенi мiркування щодо зображення моногенної функцiї через аналiтичнi функцiї
\psi k, k = 1, 2, разом з рiвнiстю (42) або (44) показують, що моногеннi функцiї \Phi : D\zeta  - \rightarrow \BbbB \ast та
J -аналiтичнi (з J = J\BbbB \ast ) за Дуглiсом вектор-функцiї
\Phi (z) \equiv \Phi (\zeta ) := \bigl( \Phi 1(x+ \nu 1y),\Phi 2(x+ \nu 2y)\bigr) ,
де \zeta = xe1+ye2 \in D\zeta , z = x+iy \in Dz, \nu 1 = \nu 2 := i при B\ast := \BbbB , є еквiвалентними поняттями
(якщо виходити з зазначеного послаблення умови неперервностi компонент \Phi k, k = 1, 2, лише
на диференцiйовнiсть у D).
Основною перевагою пiдходу моногенних функцiй зi значеннями у комутативних банахових
алгебрах над пiдходом аналiтичностi у сенсi Дуглiса є те, що перший не вимагає використання
матричного числення, а будується аналогiчно класичнiй теорiї функцiй однiєї комплексної
змiнної.
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6. Моногеннi функцiї площини, породженої елементами з B\pm \bfone , та одне узагальнене
бiгармонiчне рiвняння. З наслiдку 2 випливає, що кожна компонента (Uk)\pm , k = 1, 4, моно-
генної функцiї (26) задовольняє в D рiвняння (1). Дiйсно, це є наслiдком таких рiвностей при
кожному
\zeta \in D\pm \zeta : \widetilde lp\Phi \pm (\zeta ) = Lp(e1, e2)\Phi (4)\pm (\zeta ) \equiv 0.
Рiвняння (1) одержується, наприклад, за допомогою пiдстановки у рiвняння сумiсностi
деформацiй Сен-Венана (див., наприклад, [32, c. 213]) рiвнянь узагальненого закону Гука (див.
[29, c. 32]) вигляду
\varepsilon x = \sigma x + a12\sigma y, \varepsilon y = a12\sigma x + \sigma y, \gamma xy = 2(p - a12)\tau xy, (45)
де




, \varepsilon y i \sigma x, \tau xy, \sigma y є компонентами тензора деформацiй [29, c. 16] i напружень [29,
c. 15] вiдповiдно
\Bigr) 
, а далi iз застосуванням пiдстановки залежностей напружень через функцiю
напружень u(x, y) : \sigma x =
\partial 2u
\partial y2
, \tau xy =  - \partial 
2u
\partial x\partial y
, \sigma y =
\partial 2u
\partial x2
(див., наприклад, [32, с. 664]).
Зауважимо, що нерiвнiсть (46) є наслiдком симетричностi i додатної визначеностi матрицi
коефiцiєнтiв в узагальненому законi Гука (див., наприклад, [53, c. 27, 68], [54] (§ 2.3), [26]) та
нерiвностi p > 1.




(\varepsilon x  - a12\varepsilon y), \sigma y = 1
1 - a212
( - a12\varepsilon x + \varepsilon y), \tau xy = \gamma xy
2(p - a12) . (47)
Рiвняння (1) та узагальнений закон Гука (47) вiдповiдають плоскому випадку анiзотропiї, який
називається ортотропним (див. [29, c. 33, 34]), причому його частинному випадку.
Зазначимо, що коефiцiєнти у правих частинах рiвностей (47) при деформацiях називаються
модулями пружностi (див., наприклад, [29, c. 25]).
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